Дифференциальное исчисление функции нескольких переменных.

Совместное изменение двух переменных, из которых одна зависит от другой, при этом значение независимой переменной полностью определяет значение зависимой переменной, является идеальным случаем. В науке и на практике обычно оказывается, что независимых переменных бывает несколько, и для определения значения функции необходимо предварительно установить значения, совместно принимаемые всеми этими независимыми переменными.

Так, например, изучая физико-химическое состояние какой-либо системы, часто приходится наблюдать изменение ее свойств от точки к точке, таких как температура, давление, концентрация, плотность и т.п. Все эти  величины зависят от координат точки 
[image: image1.wmf](

)

z

y

x

,

,

. Если физико-химическое состояние системы меняется во времени, то к этим независимым переменным добавляется еще и время 
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. В этом случае приходится исследовать функцию от четырех переменных. На практике количество независимых переменных обычно ограничивается  целесообразной степенью точности используемой модели.
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Говоря об изменении двух независимых переменных 
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этих  пар называется областью изменения переменных 
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Переменная 
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 ставится в соответствие одно определенное значение 
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Пример  1. Найти и изобразить область определения функции.
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Решение. Данная функция определена, если
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Следовательно, областью определения функции является пересечение множеств на плоскости:
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Изобразим область определения на рисунке
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Примеры для самостоятельной работы:
 Найти и изобразить на плоскости область определения  функции.
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Найти линии уровня функции.
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Вычислить предел функции.
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[image: image48.wmf]§ 2.  Частные производные и дифференциалы функции двух
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Частной производной по переменной 
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 называется конечный предел отношения частного приращения 
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 EMBED Equation.3  [image: image59.wmf]                                   (1)
Аналогично определяется частная производная по 
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Частные производные от функции 
[image: image62.wmf](

)

y

x

z

x

,

¢

  и 
[image: image63.wmf](

)

y

x

z

y

,

¢

 называются частными производными второго порядка для функции 
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Если 
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 определены в некоторой окрестности  точки 
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Полным дифференциалом 
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Дифференциалом второго порядка называется полный дифференциал от ее  дифференциала первого порядка, вычисленный в точке 
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Пример  2. Дана функция 
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. Найти: 1) частные производные первого и второго порядка: 
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, 2) полные дифференциалы первого порядка 
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Решение: Задачу можно решить двумя способами:

1 способ. Непосредственно найти 
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Таким образом,
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то есть
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Далее, 
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То есть      
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2 способ. Найдём частные производные и воспользуемся соотношениями (1),(2) и (3). Имеем, считая 
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Аналогично, считая постоянной 
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Отметим, что в силу теоремы о равенстве смешанных производных у дважды дифференцируемых функций достаточно было бы найти или 
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Получаем:
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Примеры для самостоятельной работы:
Дана функция 
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2) полные дифференциалы первого порядка 
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[image: image127.wmf]§ 3. Использование дифференциала в приближенных вычислениях. Пусть дана функция 
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Пример  5. Пусть 
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Решение. Применительно к условию примера соотношения (10) примут вид
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В общем случае, при дифференцируемости функции  
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Примеры для самостоятельной работы:
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Уравнение нормали к этой поверхности в точке 
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В случае явного задания поверхности 
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      Пример  9.  Найти уравнение касательной плоскости и уравнение нормали к поверхности  
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Тогда, согласно (22) уравнение касательной плоскости к данной поверхности в указанной точке будет иметь вид:  
[image: image459.wmf](

)

(

)

,

2

2

1

4

6

-

+

+

-

=

-

y

x

z

 то есть 
[image: image460.wmf]0

2

2

4

=

+

+

-

z

y

x

, а уравнение нормали


[image: image461.wmf].

1

6

2

2

4

1

-

-

=

-

=

-

+

z

y

x


Пример  10. Найти уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности
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Уравнение касательной плоскости запишем в виде  
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Примеры для самостоятельной работы:
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Ответы: 7.1

[image: image501.wmf]§ 8. Локальный экстремум функции нескольких переменных.

Функция 
[image: image502.wmf](

)

M

f

u

=

 имеет в точке  
[image: image503.wmf](

)

0

0

2

0

1

0

,

,

,

n

x

x

x

M

K

 локальный максимум (минимум), если существует такая окрестность точки 
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Необходимое условие экстремума:
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Точки, в которых выполняется (24), называют стационарными.
Достаточное условие экстремума:
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[image: image516.wmf]0

M

  и  
[image: image517.wmf](

)

0

2

M

f

d

 значение второго дифференциала в точке 
[image: image518.wmf]0

M

, то есть


[image: image519.wmf](

)

0

2

M

f

d

=
[image: image520.wmf](

)

.

0

1

1

2

xj

x

M

x

x

f

i

n

i

n

j

j

i

D

D

¶

¶

¶

å

å

=

=


Легко заметить, что 
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 имеет постоянный знак при всевозможных наборах 
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 может иметь экстремум, а может  и не иметь. В этом случае необходимо провести дополнительные исследования.
Что бы выяснить будет ли квадратичная форма
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знакопостоянной, применяют критерий Сильвестра.

Положим,
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1. Для того чтобы 
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 необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства 
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2. Для того чтобы 
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Применим критерий Сильвестра, для случая функции двух переменных  
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3. Если 
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Пример  11. Исследовать на экстремум функции
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Решение. а) Определим стационарные точки из системы
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Откуда имеем единственную стационарную точку: 
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 Воспользуемся достаточным условием
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Таким образом,
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то есть, согласно критерию Сильвестра, 
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Стационарные точки определяются из системы
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Она имеет три решения  
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. Для применения достаточных условий локального экстремума вычислим вторые производные
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Составим выражение 
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 следовательно, необходимы дополнительные исследования.
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Примеры для самостоятельной работы:
Исследовать функцию на экстремум.
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Ответы: 8.1
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[image: image657.wmf]§ 9.  Условный экстремум функции.
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Исследование функции на условный экстремум сводят к исследованию на обычный экстремум функции Лагранжа
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Необходимые условия условного экстремума выражаются системой
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Решение системы  (25) 
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Точнее говоря, функция 
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Пример  13. Найти условный экстремум функции  
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Решение: Составим функцию Лагранжа
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Имеем
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Система имеет два решения
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Далее
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Пример  14.  Найти условные экстремумы функции 
[image: image703.wmf](

)

,

0

,

,

¹

=

a

e

y

x

f

axy

 при наличии ограничения  
[image: image704.wmf](

)

.

0

4

,

3

3

1

=

-

+

+

+

=

y

x

y

x

y

x

f

 

Решение: Построим функцию Лагранжа
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Стационарные точки определим из системы
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Умножим первое уравнение на  
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 Итак, единственная стационарная точка функции Лагранжа. 
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Из уравнения связи при 
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Поэтому, при  
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Примеры для самостоятельной работы:
 Найти условный экстремум функции. 
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Ответы: 9.1
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[image: image776.wmf]§ 10.  Найти наибольшее и наименьшее значение функции в замкнутой области.
Для того чтобы найти наибольшее и наименьшее значение функции необходимо найти стационарные точки внутри области, вычислить значения функции в этих точках и сравнить с верхней и нижней гранью на границе области.
Пример  15.  
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Решение: Функция 
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 непрерывна в замкнутом круге 
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. Поэтому, согласно теореме Вейерштрасса, она на этом множестве достигает своих,  наибольшего и наименьшего,  значений функции. 
Система
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имеет решение 
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Составим функцию Лагранжа
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Для определения точек локального экстремума функции Лагранжа решим систему уравнений
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Итак, находим две точки возможного экстремума
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Вычислим значения функции в этих точках
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Следовательно,
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[image: image794.wmf] Примеры для самостоятельной работы:
 Найти наибольшее и наименьшее значение функции в области D. 
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